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ABSTRACT

A simple method, of wide aplicability, is presented
for the numerical integration of differential equations
normally related to chemical kinetics studies, using the
Monte Carlo technique. Different alternatives for the
integration procedure are presented and discussed. A
detailed analysis of the errors associated to the
methodology is also presented.

RESUMO

Neste trabalho apresenta-se um método simples de
ampla aplicabilidade para a integragio numérica, atra-
vés da técnica de Monte Carlo, das equacdes diferen-
ciais que normalmente surgem nos estudos de cinética
quimica. Sdo apresentadas e discutidas diferentes alter-
nativas para o processo de integra¢do. E feita também
uma analise detalhada dos erros associados 2 metodolo-
gia proposta.

INTRODUCAO

Na pesquisa ou em atividades didaticas faz-se neces-
sario o conhecimento de solu¢des numéricas para um
grande numero de problemas com que lidamos diaria-
mente. Uma das areas onde isso ocorre com freqiiéncia
¢ a Cinética Quimica, onde mecanismos nio muito com-
plexos consomem consideravel esfor¢o de solugdo. Nes-
te campo embora se conhega perfeitamente as equagdes
que governam a velocidade de formagdo e decomposi-
¢do das espécies é extremamente penosa a obtengdo de
solugdes analiticas. Por vezes, mesmo quando as conse-
guimos, foi tal o numero de hipéteses simplificadoras
que torna-se dificil analisar ou aplicar estes resultados.
Alguns exemplos ilustram a dificuldade. Pearson et al.
(1) estudando o mecanismo

Ak B+cC
i) B+C__K  .p
Ak . p
obtiveram para a concentragdo da espécie B a expres-

sao:
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e J’s ¢ H’s sdo fungdes de Bessel. A solugdo s6 tem vali-
dade para o caso em que (B), = (C), = 0, 0 que da-nos
uma mostra das dificuldades em obterem-se curvas de
concentragdo contra tempo para mecanismos um pouco
maiores que este.

Existem poucas alternativas a solugio analitica. Fre-
quentemente empregam-se solugdes numeéricas, que sio
dispendiosas por dois motivos: o primeiro é que ndo
existe, divulgado, no pais, ‘‘software’’ de aplicabilidade
geral, o que obrigaria ao desenvolvimento de algoritmos
proprios e especificos para o problema em questdo; o se-
gundo € que solugdes numéricas, em geral sdo bastante
dispendiosas no que se refere a custos computacionais.
Uma alternativa, ndo numérica, seria a utiliza¢do de sis-
temas analodgicos (2) que infelizmente dependem de ins-
trumental e formacio pouco comuns ao setor de quimi-
ca. No que diz respeito a exatiddo, consegue-se excelen-
tes resultados (1%) com integra¢des numéricas, ficando
os sistemas analogicos e os métodos estatisticos na faixa
de 1 — 5% de erro médio. Este trabalho tem por objeti-
vo sugerir uma maneira alternativa, de baixo custo com-
putacional, baseada em métodos de Monte Carlo.

As simulagdes estatisticas surgiram em 1949 com o ar-
tigo ‘“The Monte Carlo Method’’ de J. Von Newman e
S. Ulam (3). Inicialmente foram estritamente aplicados
a problemas ndo deterministicos como fluxo de neu-
trons, integra¢do numérica de areas e volumes, simula-
¢do de transito, etc.

Entretanto, na ultima década, multiplicou-se 0 ntime-
ro de aplicagdes a problemas nio aleatdrios regidos por
leis definidas. Entre estes citamos aplicagdes a cinética
de processo fisicos (condensa¢ido e evaporacdo), feno-



meno de crescimento (cristais), superficies (crescimento
de micelas), mecanismo de reagdes e qualquer outro fe-
némeno ligado & Termodindmica Estatistica.

No ambito da cinética quimica, a primeira aplica¢do
do Método de Monte Carlo surgiu em 1963 (4) com o ar-
tigo de Schaad. No artigo, Schaad imaginou um grande
reticulado que supostamente representaria a segdo reta
de um meio reacional. Neste reticulado existiriam molé-
culas previamente localizadas, sendo entdo geradas va-
riaveis aleatorias que atingindo estas ‘‘moléculas’’ gera-
riam um evento positivo, com consumo de reagentes e
formagio de produtos. Ndo atingindo, eram apenas
contabilizadas sem maiores efeitos. A sucessdo de even-
tos gera uma curva da concentragdo das espécies versus
o namero de eventos, uma variavel proporcional ao
tempo, segundo Schaad.

Schaad, naquele artigo, pode aplicar seus calculos a
um bom numero de sistemas, em particular o mecanis-
mo (i), obtendo erros entre 1% e 5% dependendo do ta-
manho da matriz utilizada. Tem contra si a dificuldade
de se construir algoritmos genéricos e seu alto custo
computacional. Para o mecanismo citado, Schaad ne-
cessitou de 45 min de CPU em um IBM 7072 que € um
tempo proibitivo para sistemas tao simples.

Para trabalhos quantitativos com erros desejados no
intervalo 1 — 5%, muitas alternativas tém sido utiliza-
das para diminuir o tempo de solugdo no contexto deste
método. Varios trabalhos, Moebs (8, 9) ddo conta desta
necessidade especifica e muitos outros enfatizam carac-
teristicas gerais dos métodos de Monte Carlo aplicados
4 quimica, Foglio (7) e Moebs (8, 9), Dixon (5), Rabino-
vitch (6).

Este trabalho procura apresentar a comunidade uma
técnica, bem como seu algoritmo, de grande utilidade
para o ensino e pesquisa nao s6 porque é simples e facil-
mente implementavel em computadores de médio e pe-
queno porte como também porque é extremamente rapi-
da e permite o estudo de qualquer mecanismo comple-
x0. Ainda no desenvolvimento deste trabalho foram in-
corporadas algumas modificagées no procedimento de
integracdo utilizado por Moebs (9). Foi ainda realizada
uma avaliacdo mais criteriosa do erro do método, nio
apresentada em quaisquer dos trabalhos citados (3) —

(8).

O Método de Moebs

Fundamentalmente o problema consiste em se resol-
ver um conjunto de equagdes diferenciais acopladas na
forma:

D[Ci] 0 0
2) —— = X ngkqglCial ™.. [Cpnal ™
m oz Na ke (Cjal [Cnel

onde a é uma etapa elementar qualquer ko a velocidade
especifica desta etapa, Cjq a concentragdo da j -ésima
espécie desta etapa e Ojq sua respectiva ordem. A soma
¢ estendida por todas as etapas que contenham a espécie

i, sendo n o coeficiente estequiométrico da espécie i na
a-ésima etapa. Este coeficiente é positivo se i for produ-
to nesta etapa € negativo se reagente.

Ao invés de integrarmos tais equagdes podemos
simula-las pelo método de Monte Carlo, interpretando a
velocidade de uma etapa particular.

3) Va = kq [CjalOi® ... [Cpa]Ona

como a ‘‘probabilidade relativa’’ desta rea¢do elemen-
tar ocorrer. E claro que ao adotarmos esta linha, perde-
mos deliberadamente a descri¢io temporal, que entre-
tanto pode ser recuperada posteriormente pela integra-
¢do da expressio:

Vg = —[Cial
dt
Logo
tf [Cielf d[Cial
4 dt = _
) d to d [Cialo Va

que é valida desde que Cj, decaia somente devido & eta-
pa a em questdo. Dentro desta restri¢io pode-se reinte-
grar a expressdo (3) obtendo-se, a um baixo custo com-
putacional, o tempo e a concentracdo das espécies pre-
sentes na simula¢do, dadas as velocidades especficas de
cada etapa.

Duas grandes vantagens deste método sdo; primeiro o
tempo computacional cresce linearmente com o nimero
de etapas do mecanismo, contrariamente ao que ocorre
com as integra¢des numéricas; segundo, a facilidade em
incorporar-se, sem grande esfor¢o, subrotinas especifi-
cas permitindo o acompanhamento direto de proprieda-
des do sistema proporcionais a concentragio, tais como
espectros de infravermelho (IV), ultravioleta (UV) e res-
sonincia magnética nuclear (RMN), ou ainda medidas
elétricas, condumeétricas, etc.

O algoritmo basico é pois:

a) Léem-se as reacdes e as concentragdes das espécies.
todas as concentragdes s3o discretizadas proporcio-
nalmente com a maior delas valendo IMAX, um pa-
radmetro de leitura.

Repete-se as etapas b), ¢) por um certo naimero de ve-
zes, que designaremos daqui por diante de IPRINT.

b) Calculam-se as velocidades de cada etapa elementar
v;, expressdo 3. Determina-se a velocidade maxima,
subsequente normalizando-se as velocidades v, em
relagioa v, .

real _—
vied = vi/v .

Repete-se o item ¢) ao longo de cada etapa do meca-
nismo.
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¢) Para cada etapa do mecanismo gera-se um numero
aleatdrio entre O e 1. Se v, for menor que este namero
0 evento ndo se realiza e a simulagio prossegue com
outra etapa. Se entretanto v; for maior que este nu-
mero, verifica-se a existéncia de reagentes em quanti-
dades suficientes e, em caso positivo, realiza-se a
transferéncia de um certo nimero de elementos
(IDEL) dos reagentes para os produtos, respeitado o
balan¢o de massa do sistema. Deste modo, para rea-
gentes tem-se

N, = N;, - IDEL* a,,

sendo N;, a quantidade de elementos do i-nésimo rea-

gente e a;, o seu respectivo coeficiente estequiométrico.

Ja para os produtos tem-se

N,, = N,, + IDEL* b,

onde os termos possuem significado analogo a equagdo
acima.

d) Ao final de IPRINT simulag¢des em todo o mecanis-
mo, procura-se a etapa que gere 0 menor erro na in-
tegracdo, i.€., a etapa que possua a menor varia¢do
de velocidade e maior consumo de reagente, portan-
to o maior valor de:

AV V,(IPRINT) — V(1)
\ ~ V,(IPRINT) + V(1)

meédio

e)Tendo-se obtido a etapa que preenche os requisitos do
item d) é realizada a integra¢do numérica do tempo. A
diferenga basica deste trabalho e o de Moebs reside
nesta etapa. Enquanto Moebs integrava o inverso da
velocidade, usando Runge-Kutta de 42 ordem, nos
preferimos interpolar um polinémio do tipo:

Y = ax" + bx"™! + ... + k

com a técnica dos minimos quadrados. Admitimos que
se o método gera resultados emltorno de uma média o
mesmo ocorrera com a fung¢do —. Portanto esperam-se
melhores resultados ajustando-se este polinémio e pos-
teriormente integrando-o analiticamente, do que
integra-lo diretamente como feito por Moebs. Denomi-
naremos o grau do polinémio, por METHOD daqui por
diante.

f) Ao final da integracdo sdo impressos o tempo e as
concentra¢des retornando-se ao item b) até que al-
gum critério de parada seja acionado.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Implementamos um problema em linguagem FOR-
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TRAN capaz de trabalhar com até 25 espécies e 50 eta-
pas elementares, aplicavel a qualquer expressdo de velo-
cidade, inclusive com reagdes em fluxo. O programa es-
ta preparado para ajustar qualquer polindmio até sexto
grau e neste trabalho estuda-se o erro associado ao ta-
manho (IMAX) e ao método (METHOD) empregado.

Iniciamos o estudo do erro gerado por tais simulag¢des
examinando uma das mais simples das rea¢des cinéticas,
a decomposi¢do de primeira ordem:

ii) 2N,Os =~ 4NO, + O,

com velocidade especifica de k = 0,2028 107%seg™. A
existéncia de apenas uma etapa elementar torna equiva-
lente este modelo ao de Schadd (1) e Foglio (4) tendo em
vista a normaliza¢do de todas as velocidades (etapa b)
em relagdo a velocidade inicial. Dada esta similaridade
espera-se um erro menor do que aquele gerado pela apli-
cacdo deste método a sistemas maiores.

Com efeito, observam-se alguns resultados curiosos.
Na tabela 1 pode ser visto o erro percentual médio obti-
do pela comparagio do resultado da simulagdo e calcu-
los tedricos.

TABELA 1

Erros percentuais médios para a reagdo; 2N,0; - 4NO, +
0, , METHOD é o grau do polinémio interpolador.
Se METHOD = 0 indica o uso de integrac¢do grifica. IMAX
define o niimero de elementos de concentragdo

'utilizados na discretizagdo
METHOD 0 1 2 3 4 5
IMAX
100 2831 0,75 043 043 081 6,57
200 1401 0,8 000 0,01 0,11 0,68
700 534 001 000 000 0,50 047
1 N -
5) = — 3 (i Yeo 00
Ni=1 Yieo

O resultado para erros percentuais absolutos.

6) & = Z 10 — Yieo)/Vieoll X 100

1
N
segue 0 mesmo comportamento.

Percebe-se nos resultados uma grande tendéncia do
método em gerar pequenos erros quando ajustados por
um polindmio de baixo grau. Isto se deve basicamente
ao fato da distribuigdo ser de natureza estatistica e por-
tanto oscilante em torno de uma média. Isto faz com
que ao ajustar-se um polindmio de maior liberdade, este
se amoldara a curva gerando erros, contrariamente ao
polinémio de baixo grau que o vé como uma média. A
este efeito soma-se o fato de a distribui¢do nio ser
usualmente linear e a conjung¢ao destes torna o poliné-
mio de grau 2 o melhor polindmio interpolar neste caso.



Na figura 1 vé-se o grafico obtido para as condigdes
em que {N,O;] O = 0,1M e as demais zero. As curvas
sdo indistingiiiveis.

2N,05 = 4NO; + O,

0.100
n
3 ]
g 0.067
3
o
4
¢ 0.0334
=}
Q
(3]
0.000 T v T
0.00 257.33  514.66 77199 1029.32
Tempo/segundo

Figura 1. Resultado obtido para a simulagdo da reagdo ii) nas situa-
¢oes em que [N,O;] = 0,1M, METHOD = 2, IMAX = 1000

Resultados qualitativamente semethantes foram obti-
dos para um segundo caso de reagdo elementar:

iii) EtOAc + NaOH — EtOH + NaOAc

a hidrolise do acetato de etila, de segunda ordem e de
constante k = 1,097 (moles min/litro)=*. A Tabela II,
mostra o erro médio percentual para as varias simula-
¢Oes realizadas.

TABELA 2

Erros percentuais médios para a reacio EtOAc + NaOH ~

— EtOH + NaOAC
METHOD 0 1 2 3 4 5
IMAX
100 5,65 001 000 000 144 26
200 333 0,00 000 000 042 0,9
700 1,03 0,00 - 000 002 -

Novamente as mesmas conclusdes extraidas da reagdo
ii) aqui se aplicam. Observa-se uma diminui¢do do erro
com tamanho da simula¢do e uma forte tendéncia aos
menores erros situarem-se com METHOD igual a 2 ou
3. Novamente nos eximinos de mostrar a tabela corres-
pondente ao erro percentual absoluto, tendo em vista
que ela mostra as mesmas tendéncias basicas ja levanta-
das.

A figura II mostra o resultado obtido por nossa simu-
lagdo. Ainda neste caso a curva teodrica e a nossa simula-
¢do estdo justapostas.

Ainda na fase dos mecanismos simples foi estudado o
mecanismo genérico:

iv) A k, B
B K, A
—_—

com k, = 4,0 min~' e k, = 6,0 min

Para este mecanismo, em virtude de A (ou B) ndo po-
der ser escrito como fruto de apenas uma etapa (equa-
¢4o 4), esperava-se a priori que a integragdo do tempo
ndo funcionasse adequadamente. De fato, se reprodu-
zissemos aqui a tabela de erros notariamos que o menor
destes situariam-se na faixa de 7,91% ndo importando o
tamanho (IMAX) da simulacio.

n
% 0,100 EtAcO + NaOH —— - EtOH + NaAcO
E
T
<
o 0,067
Q -1
5] -
o P
| -7
= 0,033 -
2 -7
p:1 e
a1,
g 0,000 . . .
o 0,00 3,73 7,47 11,20 1494
- Tempo/minuto

Figura 2. Resultado de nossas simulagbes para a reagdo EtOAc +
NAOH - EtOH + NaOAC nas condi¢cdes [NaOH], =
[EtOAC), = 0,1 IMAX = 10.000 e METHOD = 2.

Neste caso, por uma particularidade do programa ele
integra:

7) 'w = 'k] (A)
dt

e ndo:

8) @ = -k, (A) + k, (B)
dt

Deste modo é necessario seguir uma linha alternativa,
que preserve o algoritmo e diminua o erro associado.
Uma maneira de se atacar o problema é introduzir uma
reacdo, sem qualquer relacdo com as demais, e tomar-se
sempre esta a integrar. Escolhendo a rea¢do como sendo
de ordem zero a integragdo fica facilitada se tornando
desnecessirio o ajuste. Para o mecanismo iv)
acrescentou-se uma ‘‘rea¢do relégio’’ de const® 0,3
moles/litro.min cujos resultados estdo apresentados na
tabela III.

Embora os resultados flutuassem livremente, sempre
se mantiveram com erros abaixo de 1%. Assim sendo, a
técnica ‘‘reagdo reldgio’’ sera exaustivamente utilizada
daqui ao final deste artigo, sempre que se souber que, a
priori, a integragdo fornece maus resultados.

A figura III mostra os resultados de nossa simulagao
para 0 mecanismo iv).
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TABELA 3

Erro percentual médio e erro percentual médio absoluto
para a reagdo A = B; acompanhada por uma reagdo
relogio com k = 0,30 moles/litro.min,

IMAX erro médio erro absoluto
% % médio
100 043 0,88
200 0,30 0,56
700 0,66 0,69
1000 0,25 0,39
0.100 A B
'Tl—t
3
g
= 0,067+
|
&
T 0.0334 e
< -
o e
=] Pl
8 e
0.000 T T ™
0.00 0.12 0.24 0.37 0.49
Tempo/minuto

Figura 3. Resultado de nossa simulagdo para a reagdo A = B, acom-
panhada com reagdo rel6gio, para a condi¢io em que
IMAX = 10.000.

Os mesmos comentarios acima se aplicam no estudo
da reagdo de segunda ordem reversivel.

v) A+ B = C+B

com k, = k, = 1,0 litro/mol.seg.

O calculo feito da maneira usual gera erros altos e
comportamento nio regular. Porém, se analizado com a
técnica da ‘‘reacdo reldgio’’ gera resultados razoaveis
como mostra a tabela IV.

Os resultados obtidos permitem-nos aplicar o método
a sistemas mais complexos procurando analisar o erro
obtido por estas simulagdes.

TABELA 4

Erros médios percentuais na simulacdo da reacdo
A+ B = C +D para a técnica da “reagdo relégio”.
Os resultados obtidos fizeram uso de IMAX = 10.000.

IMAX erro médio erro médio
% absoluto
%
100 2,80 293
200 0,74 1,73
1000 0,09 0,82
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0.100 A B C+D
0
=
=
=
= 0.067+
|
S
o ——-—- T T T T
LM - -
T 0.033 -7
> 7
8 /

0.000 T T T

0.00 7.08 14.17 21.25 28.33
Tempo/segundo

Figura 4. Nossos resuitados para a simulagdo da reagdo
A + B = C + Dcom IMAX = 10.000.

Vejamos, por exemplo, 0 mecanismo vi):

k,
vij A—— 3B k; = 0,50 min?
k,
B——C k;, = 1,00 min™
k;

Z ———> D “‘reagdo relogio’’, ordem zero

Este mecanismo foi estudado segundo varios tama-
nhos de simulagdo (IMAX) e dois valores da constante
de rea¢do para a ‘‘reagdo relogio”’, ks = 0,035
moles/litro.min, para a simulagdo em que (A), = 0,1M
e as demais iguais a zero.

A tabela V mostra os resultados obtidos para as simu-
la¢des acima mencionadas.

TABELA §

Tabela do erro percentual absoluto para cada espécie A,
B e C estando fora do paréntese as simulagGes
¢/k3 = 0,035 moles/litro.min. Na coluna da direita o
tempo de CPU gasto para cada simulagdo.

IMAX A B C CPU (seg)
1.000 @75  (337) (2,73) 14

3,02 2,23 2,32 15
10.000 675  (3,13) 426y 97

2,89 2,51 245 103
30.000 (566) (304)  (362) 312

2,52 2,27 223 318

-

Algumas evidéncias ficam claras: a primeira diz res-
peito ao tempo de computagdo que cresce linearmente
com o tamanho do mecanismo; a segunda consiste na
escolha da constante de velocidade para a ‘‘reagio relo-
gio”’. Quando mal feita esta escolha pode gerar um
acentuado erro (>5%) e resultados ndo regulares).
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T, 0.100 A---8

°

]

=

|

i 0.067-
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[ ]

T

Eln' 0.033+

0

<

I

g 0.000 T T —
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Tempo/minuto

Figura V. Nossos resultados para a simulagdo do mecanismo v).
Utilizou-se IMAX = 10.000.

Finalmente terminando esta ja extensa lista de peque-
nos mecanismos voltamos ao mecanismo i) de Pearson
et al. (3). Obtiveram-se duas simulag¢des de carater dida-
tico, para situagdes onde k,>>k,, k; estudando por
Pearson (3) e Schaad (1) e outra na qual k,>>k,, ks.
Nio foi calculado o erro destas simulagdes mas
acredita-se ser menor que 5% como esperado no contex-
to deste método.

As figuras VI e VII mostram nossos resultados.

A--B+C-->D,A-——>D

—~ 0.100

3

£

T

1

g 00671

L]

|

i

& 0.033-

0

<

S

5 0.000 T ' x

@ 0.00 80.51 161.01 241.52  322.02
Tempo/minuto

Figura 6. Nossos resultados para simulagdo do mecanismo i) de Pear-
son nas condigdes k, = 0,0044 min.-! k, = 2,96 (mols.min)-
1, k; = 0,0021 min-1,

A->B+C->D,A—->D

0.100

0.067 4

0.0334 / ————— T T

conc. A(-), B(——) e C(~-~)/ moL1~!
\

0.000

000 1226 2452  36.78

Tempo/minuto

49.04

Figura 7. Nossos resultados para as condigdes k, = 0,1 min-1, k, =
0,01 (moles min)’!, k, = 0,05 min-!.

CONCLUSOES

O método apresentado é de grande utilidade, particu-
larmente quando exatiddo melhor que 1% ndo ¢ deseja-
da. Neste contexto, recomenda-se o uso deste algoritmo
ou de simulagdes anal6gicas. Para calculos mais sofisti-
cados pensa-se em desenvolver software baseado em in-
tegracOes numéricas em um curto intervalo de tempo
que permitam dispor & comunidade maneiras diversas e
adequadas para solugdo de seus problemas em laborat6-
rio, pesquisa ou sala de aula. Copias do algoritmo, em
listagens, ou em fita estdo a disposi¢do dos interessados,
bastando para isto que os mesmos entrem em contato
com o autor. Espera-se que tal programa possa trazer
facilidades no aprendizado e trabalho com Cinética
Quimica, sendo barato e de facil manuseio a qualquer
pessoa.
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